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1 数学物理定解问题

1.1 数学物理方程的导出与分类

1.1.1 波动方程 (双曲型方程)

∂2u

∂t2
− a2∇2u = f

1.1.2 热传导方程（抛物型方程）

热传导的 Fourier 定律：q = −k∇u
∂u

∂t
− κ∇2u = f

1.1.3 反映稳定状态的方程 (椭圆型方程)

• Poisson 方程
∇2u = f

• Laplace 方程
∇2u = 0

• Helmholtz 方程
∇2u+ k2u = 0

1.2 定解条件

1.2.1 初始条件

初始条件总的原则是：它应该完全描写初始时刻 t = 0 时介质内部及边界上任意一点的状况。

1.2.2 边界条件

边界条件的总的原则是: 它应该完全描写边界上各点在任一时刻 (t ≥ 0) 的状况。

• 第一类边界条件: 给出边界上各点的函数值
u|Σ = ϕ(Σ, t)

• 第二类边界条件: 给出边界上各点函数的法向微商值

∂u

∂n

∣∣∣∣
Σ

= f(Σ, t)

• 第三类边界条件: 给出边界上各点的函数值与法向微商值之间的线性关系(
u+H

∂u

∂n

)∣∣∣∣
Σ

= f(Σ, t)

线性边界条件在物理上绝不是必然的，黑体辐射的边界条件就是非线性的，在那里出现了温度的四次方。
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1.2.3 连接条件

连接条件是边界条件的特殊表现: 如果在区域的内部出现了结构上的跃变，那么，在这些跃变点 (或者线、面)
上微分方程也不能成立，这时候我们还需要补充以相应的连接条件。

1.2.4 定解问题的适定性

• 解的存在性：定解问题有解。解条件过多，互相矛盾，则定解问题无解。

• 解的唯一性：定解问题的解是唯一的。定解条件不足，定解问题的解就不止一个。

• 解的稳定性：如果定解问题中的已知条件 (例如方程或定解条件中的已知函数) 有微小改变时，解也只有微小
的改变。一个不加证明的结论是，线性偏微分方程的解通常是稳定的，非线性偏微分方程的解常常会出现不

稳定性。
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2 线性偏微分方程的通解

2.1 线性偏微分方程解的叠加性

方程类型 方程 线性算符 L
波动方程 ∂2u

∂t2
− a2∇2u = f L ≡ ∂2

∂t2
− a2∇2

热传导方程 ∂u
∂t

− κ∇2u = f L ≡ ∂
∂t

− κ∇2

Poisson 方程 ∇2u = f L ≡ ∇2

以上线性偏微分方程可以统一写成

L[u] = f

其中 u 是未知函数，L 是线性算符，f 是已知函数，被称为方程的非齐次项，如果 f = 0，方程就被称为齐次方程。

线性性质体现在

L [α1u1 + α2u2] = α1L [u1] + α2L [u2]

2.2 常系数线性偏微分方程的通解

A0
∂nu

∂xn
+A1

∂nu

∂xn−1∂y
+ · · ·+An

∂nu

∂yn
= 0

引入简写符号 Dx = ∂
∂x
和 Dy = ∂

∂y
，将方程写为

L (Dx, Dy) = A0 (Dx − α1Dy) (Dx − α2Dy) · · · (Dx − αnDy)

• 如果这个方程的 n 个解 α1, α2, · · · , αn 互不相等，那么相应的常系数线性齐次偏微分方程的通解为

u = ϕ1 (y + α1x) + ϕ2 (y + α2x) + · · ·+ ϕn (y + αnx)

• 若 α 为 2 重根，即 (Dx−αDy)
2u = 0，则通解为

u = xϕ1(y + αx) + ϕ2(y + αx)

• 若 α 为 n 重根，即 (Dx−αDy)
nu = 0，则通解为

u = xn−1ϕ1(y + αx) + xn−2ϕ2(y + αx) + · · ·+ xϕn−1(y + αx) + ϕn(y + αx)

例：波动方程
∂2u

∂x2
− a2

∂2u

∂y2
= 0

解：令 u = ϕ(y + αx)，相应的有 α2−a2 = 0 ⇒ α = ±a，故通解为

u = ϕ1(y + ax) + ϕ2(y−ax)
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2.3 波动方程的行波解

2.3.1 d’Alembert 公式

波动方程：
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0

通解：

u(x, t) = f(x−at) + g(x+ at)

• 这个解式表明波动方程的通解由两个波组成。

• f(x−at) 代表沿 x 轴向右传播的波，当 t = 0 时，波形为 f(x)，而后以恒定速率 a 向右传播，而保持波形不
变。

• g(x+ at) 代表沿 x 轴向左传播的波，当 t = 0 时，波形为 g(x)，而后也以同样的恒定速率 a 向左传播，而保

持波形不变。

• 它们独立传播，互不干扰，这正是因为波动方程是线性齐次方程，它的解具有可叠加性。

• 函数 f 和 g 应该由定解条件确定。如果把问题简化为一维无界弦上的波的传播问题，那么边界条件就是不必

要的，f 和 g 可以完全由初始条件决定。

例：一维无界弦的振动 

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0 −∞ < x <∞, t > 0

u(x, t)
∣∣
t=0

= ϕ(x) −∞ < x <∞
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) −∞ < x <∞

将通解 u(x, t) = f(x−at) + g(x+ at) 代入初始条件，得

f(x) + g(x) = ϕ(x) f ′(x)− g′(x) = −1

a
ψ(x)

将第二式积分，可得

f(x)− g(x) = −1

a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ + C

将两个结果联立，可得

f(x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ + C

2

g(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ − C

2

波动方程定解问题的 d’Alembert 解：

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ
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2.3.2 固定端点问题

例：半无限长的弦的振动

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0, 0 < x <∞ t > 0

u(x, t)|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) 0 ≤ x <∞

u(x, t)|x=0 = 0 t ≥ 0 端点固定不动

在振动的过程中，x = 0 这个点必须保持不动。如果位移函数 u(x, t) 是关于空间的奇函数，这一条件就可以满足。

把初始条件扩展成奇函数：

u(x, t)|t=0 = Φ(x) =

{
ϕ(x) 0 ≤ x <∞
−ϕ(−x) −∞ < x < 0

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= Ψ(x) =

{
ψ(x) 0 ≤ x <∞
−ψ(−x) −∞ < x < 0

根据

u(x, t) =
1

2
[Φ(x− at) + Φ(x+ at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at

Ψ(ξ)dξ

则相应的解为：

u(x, t) =

{
1
2
[ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)] + 1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ 0 < t ≤ x

a
1
2
[ϕ(x+ at)− ϕ(at− x)] + 1

2a

∫ x+at

at−x
ψ(ξ)dξ t > x

a

2.4 热传导方程与 Laplace 方程的定性讨论

2.4.1 热传导的解

例：一维无穷长介质上的热传导过程

∂u

∂t
− κ

∂2u

∂x2
= 0, u|t=0 = ϕ(x), −∞ < x <∞

运用 Fourier 变换的办法，我们似乎可以写出它如下的解

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
A(k)e−κk2teikxdk

其中

A(k) =

∫ ∞

−∞
ϕ(x)e−ikxdx

2.4.2 三维 Laplace 方程

三维 Laplace 方程 ∇2u(x, y, z) = 0 的解被称为三维调和函数。它的多项式独立解可以按照自变量的齐次函数

进行归类:

• 常数（0 次齐次式）

• 一次函数（一次齐次式）
x+ iy, x−iy, z
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• 二次函数的独立解有五个，可取为

2z2−x2−y2, (x±iy)z, x2−y2±2ixy

• 三次函数的独立解有七个，可取为

2z3 − x3 − y3, (x2 − y2 ± 2ixy)z, (x± iy)3

• 一般地，l 次函数的独立解有 2l + 1 个
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3 分离变量法

偏微分方程定解问题最常用的、适用范围最广的解法是分离变量法，其基本思路是通过分离变量将偏微分方程

转化为常微分方程求解。

从理论上讲，分离变量法的成功取决于本征值问题的以下性质:
• 本征值问题一定有解

• 本征函数的全体是完备的

• 本征函数一定具有正交性

3.1 齐次偏微分方程的分离变量

3.1.1 两端固定弦的自由振动

例：两端固定弦的自由振动
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0, 0 < x < l, t > 0

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ≥ 0

u|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

1. 分离变量
所谓分离变量法，是指我们希望求得具有分离变量形式的特解:

u(x, t) = X(x)T (t)

将特解代入方程即得
1

a2
T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

函数 X(x) 满足的常微分方程和边界条件

X
′′
(x) + λX(x) = 0, X(0) = X(l) = 0

以及 T (t) 满足的常微分方程

T
′′
(t) + λa2T (t) = 0

2. 求解本征值问题
X(x) 满足的常微分方程

X
′′
(x) + λX(x) = 0, X(0) = X(l) = 0

• 函数 X(x) 在这一对齐次边界条件限制下的常微分方程定解问题，被称为本征值问题。

• λ 的允许取值就被称为本征值，相应的非零解被称为本征函数。

• 这里的本征值和本征函数，可以被理解为就是线性微分算子 L = − ∂2

∂x2 的本征值和本征矢量。

并非对于任何 λ，方程都有既满足齐次常微分方程，又满足齐次边界条件的非零解 X(x)

• λ = 0 的情形 (退化)
微分方程的通解为 X(x) = A0x+B0

边界条件 ⇒ A0 = 0 B0 = 0

λ = 0 时只有零解，即 λ = 0 不是本征值。
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• λ ̸= 0 的情形 (非退化)
微分方程的通解为 X(x) = A sin

√
λx+B cos

√
λx

边界条件 ⇒ B = 0 A sin
√
λl = 0 ⇒

√
λl = nπ

本征值

λn =
(nπ
l

)2

n = 1, 2, 3, · · ·

线性无关的本征函数

Xn(x) = sin nπ
l
x n = 1, 2, 3, · · ·

3. 求特解并叠加出一般解

T ′′(t) + λa2T (t) = 0, λn =
(nπ

1

)2

, n = 1, 2, 3, · · ·

对于每一个本征值 λn，再求解方程

T ′′(t) + λna
2T (t) = 0

可以求出相应的 Tn(t):
Tn(t) = Cn sin nπ

l
at+Dn cos nπ

l
at

因此也就得到了同时满足齐次波动方程和齐次边界条件的具有分离变量形式的特解

un(t) =
(
Cn sin nπ

l
at+Dn cos nπ

l
at
)

sin nπ
l
x n = 1, 2, 3, · · ·

由于偏微分方程和边界条件都是齐次的，我们就把全部无穷多个特解叠加起来得到一般解:

u(t) =

∞∑
n=1

(
Cn sin nπ

l
at+Dn cos nπ

l
at
)

sin nπ
l
x n = 1, 2, 3, · · ·

4. 利用本征函数正交性定叠加系数
将一般解 u(x, t) 代入初始条件

u|t=0 = ϕ(x)
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x)

得到
∞∑

n=1

Dn sin nπ
l
x = ϕ(x)

∞∑
n=1

Cn
nπa

1
sin nπ

l
x = ψ(x)

根据对应不同本征值的本征函数的正交性∫ l

0

X∗
n(x)Xm(x)dx =

1

2
δnm

得到

Dn =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin nπ
l
xdx Cn =

2

nπa

∫ l

0

ψ(x) sin nπ
l
xdx

3.1.2 矩形区域内的稳定问题



∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 0 < x < a, 0 < y < b

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣
x=a

= 0 0 ≤ y ≤ b

u|y=0 = f(x),
∂u

∂y

∣∣∣
y=b

= 0 0 ≤ x ≤ a
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1. 分离变量
仍用分离变量法求解，令

u(x, y) = X(x)Y (y)

代入方程，分离变量，即得
X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ

由此我们得到了两个常微分方程

X ′′(x) + λX(x) = 0 Y ′′(y)− λY (y) = 0

代入关于 x 的一对齐次边界条件，得到

X(0) = 0 X ′(a) = 0

这样，我们就又得到了一个本征值问题

X ′′(x) + λX(x) = 0 X(0) = 0 X ′(a) = 0

2. 求解本征值问题

• 若 λ = 0，则 X(x) = A0x+B0

边界条件 ⇒ A0 = 0 B0 = 0

λ = 0 只有零解，即 λ = 0 不是本征值。

• 若 λ ̸= 0，微分方程的通解为 X(x) = A sin
√
λx+B cos

√
λx

代入齐次边界条件，得到 B = 0 A ̸= 0 cos
√
λa = 0

本征值

λn =

(
2n+ 1

2a
π

)2

n = 1, 2, 3, · · ·

本征函数

Xn(x) = sin 2n+ 1

2a
πx n = 1, 2, 3, · · ·

Y (y) 满足的方程是

Y ′′
n (y)− λnYn(y) = 0 λn =

(
2n+ 1

2a
π

)2

n = 0, 1, 2, 3, · · ·

其解为

Yn(y) = Cn sinh 2n+ 1

2a
πy +Dn cosh 2n+ 1

2a
πy

于是就得到了的既满足 Laplace 方程，又满足 (x 方向上的) 齐次边界条件的特解

un(x, y) =

(
Cn sinh 2n+ 1

2a
πy +Dn cosh 2n+ 1

2a
πy

)
sin 2n+ 1

2a
πx

将这无穷多个特解全部叠加起来，就得到了一般解

u(x, y) =

∞∑
n=0

(
Cn sinh 2n+ 1

2a
πy +Dn cosh 2n+ 1

2a
πy

)
sin 2n+ 1

2a
πx
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3. 定叠加系数
代入关于 y 的非齐次边界条件

u|y=0 =

∞∑
n=0

Dn sin 2n+ 1

2a
πx = f(x)

求得

Dn =
2

a

∫ a

0

f(x) sin 2n+ 1

2a
πxdx

同理
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=b

=

∞∑
n=0

2n+ 1

2a
π

(
Cn cosh 2n+ 1

2a
πb+Dn sinh 2n+ 1

2a
πb

)
sin 2n+ 1

2a
πx = 0

有

Cn cosh 2n+ 1

2a
πb+Dn sinh 2n+ 1

2a
πb = 0

Dn 既已求得，上式便给出了 Cn。

这个问题是稳定问题，与时间 t 无关，因此不出现初始条件 (在这里必须区分边界条件和初始条件的差别)。我
们的策略是，用齐次边界条件构成本征值问题，用非齐次边界条件定叠加系数。

齐次偏微分方程和齐次边界条件在分离变量法中起着关键作用: 因为方程和边界条件是齐次的，分离变量才得
以实现。

3.2 非齐次偏微分方程的分离变量

3.2.1 两端固定弦的受迫振动


∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t) 0 < x < l, t > 0

u|x=0 = 0, u|x=l = 0 t ≥ 0

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0 0 ≤ x ≤ l

中心思想：寻找一组完备本征函数组 {Xn(x), n = 1, 2, 3, · · · }，将解 u(x, t) 以及非齐次项 f(x, t) 按此本征函

数组展开：

u(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t)Xn(x) f(x, t) =

∞∑
n=1

gn(t)Xn(x)

关于 {Xn(x)} 的选取，最方便的做法是选择 {Xn(x)} 为相应齐次定解问题的本征函数，即由相应齐次偏微分方程
和齐次边界条件给出： 

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0 0 < x < l, t > 0

u|x=0 = 0, u|x=l = 0 t ≥ 0

分离变量得到本征值问题

X ′′
n(x) + λnXn(x) = 0, Xn(0) = 0, Xn(l) = 0

将展开式代入偏微分方程
∞∑

n=1

T ′′
n (t)Xn(x)− a2

∞∑
n=1

Tn(t)X
′′
n(x) =

∞∑
n=1

gn(t)Xn(x)

利用 {Xn(x)} 满足的常微分方程，可化为：
∞∑

n=1

T ′′
n (t)Xn(x) + a2

∞∑
n=1

λnTn(t)Xn(x) =

∞∑
n=1

gn(t)Xn(x)
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根据本征函数的正交性，Tn(t) 应满足

T ′′
n (t) + λna

2Tn(t) = gn(t)

将 u(x, t) 展开式代入初始条件，得

∞∑
n=1

Tn(0)Xn(x) = 0

∞∑
n=1

T ′
n(0)Xn(x) = 0

即

Tn(0) = 0 T ′
n(0) = 0

利用 Laplace 变换，可以求出

Tn(t) =
l

nπa

∫ t

0

gn(τ) sin nπ
l
a(t− τ)dτ

总结：按相应齐次问题本征函数展开

• 优点: 具有一定的普遍性，适用范围广。

• 依据: 齐次边界条件给出正交完备的本征函数集。

• 不足: 往往给出一个形式〸分复杂的级数解。

3.2.2 非齐次稳定问题

例：Poisson 方程的第一类边值问题
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(x, y) 0 < x < a, 0 < y < b

u|x=0 = 0, u|x=a = 0 0 ≤ y ≤ b

u|y=0 = 0, u|y=b = 0 0 ≤ x ≤ a

按相应齐次问题本征函数展开。

这里的两组边界条件都是齐次的，我们可以任意选择一组来得到完备的本征函数组。由于 x与 y 的边界条件均

为其次的，这里采用更进一步的做法，即将 u(x, y) 和 f(x, y) 同时既按本征函数 {Xn(x)}，又按本征函数 {Ym(y)}
展开为二重级数：

u(x, y) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

cnm sin nπ
a
x sin mπ

b
y

f(x, y) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

dnm sin nπ
a
x sin mπ

b
y

将展开式代入方程，即得

−
∞∑

n=1

∞∑
m=1

cnm

[(nπ
a

)2

+
(mπ
b

)2
]

sin nπ
a
x sin mπ

b
y =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

dnm sin nπ
a
x sin mπ

b
y

比较系数得

cnm = − dnm
(nπ

a
)2 + (mπ

b
)2
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3.3 非齐次边界条件的齐次化

为什么边界条件必须是齐次的？

根本原因：齐次边界条件所导致的本征函数的正交完备性，从而实现对方程的解和非齐次项的分解。

例：非齐次边界条件下的波动方程
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0 0 < x < l, t > 0

u|x=0 = µ(t), u|x=l = v(t) t ≥ 0

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0 0 ≤ x ≤ l

为了应用分离变量法，只有先将非齐次边界条件齐次化。令

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

对 v(x, t) 的唯一要求是它要抵消掉非齐次边界条件：

v|x=0 = µ(t), v|x=l = v(t)

那么 w(x, t) 一定满足其次边界条件：

w|x=0 = 0, v|x=l = 0

则有 

∂2w

∂t2
− a2

∂2w

∂x2
= −

(
∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2

)
w|x=0 = 0, w|x=l = 0

w|t=0 = −v|t=0,
∂w

∂t

∣∣∣
t=0

= −∂v
∂t

∣∣∣
t=0
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4 正交曲面坐标系

4.1 正交曲面坐标系

• 二维直角坐标系下 Laplace 算符的形式
∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

• 极坐标系下 Laplace 算符的形式

∇2 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2

• 柱坐标系下 Laplace 算符的形式

∇2 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2

• 球坐标系下 Laplace 算符的形式

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

4.2 圆形区域内的 Laplace 方程第一类边界问题



1
r

∂
∂r

(
r ∂u
∂r

)
+ 1

r2
∂2u
∂ϕ2 = 0, 0 < ϕ < 2π, 0 < r < a

u(r, ϕ)|ϕ=0 = u(r, ϕ)|ϕ=2π, 0 < r < a

∂u(r,ϕ)
∂ϕ

|ϕ=0 =
∂u(r,ϕ)

∂ϕ
|ϕ=2π, 0 < r < a

u(r, ϕ)|r=0有界, u|r=a = f(ϕ), 0 < ϕ < 2π

1. 分离变量
r

d
dr

(
r

dR
dr

)
− λR = 0

d2Φ

dϕ2
+ λϕ = 0

由周期性条件可得：

Φ(0) = Φ(2π) Φ′(0) = Φ′(2π)

2. 求解本征值问题
d2Φ

dϕ2
+ λΦ = 0, Φ(0) = Φ(2π), Φ′(0) = Φ′(2π)

• 当 λ = 0 时，通解为

Φ0(ϕ) = A0ϕ+B0

代入周期性边界条件可得

A0 = 0, B0 任意

λ = 0 是本征值，相应的非零本征函数是 Φ0(ϕ) = 1

• 当 λ ̸= 0 时，通解为

Φ(ϕ) = A sin
√
λϕ+B cos

√
λϕ

代入周期性边界条件，有

B = A sin
√
λ2π +B cos

√
λ2π A = A cos

√
λ2π −B sin

√
λ2π
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将上式视为关于系数 A 和 B 的线性齐次代数方程组，它有非零解的充分必要条件是系数行列式∣∣∣∣∣ sin
√
λ2π cos

√
λ2π − 1

cos
√
λ2π − 1 − sin

√
λ2π

∣∣∣∣∣ = 2(cos
√
λ2π − 1) = 0

本征值

λm = m2 m = 1, 2, 3, · · ·

对于一个本征值 λm，有两个本征函数

Φm1(ϕ) = sinmϕ Φm2(ϕ) = cosmϕ

由此可见，周期性边界条件给出了简并现象。将 λ = 0 的结果和 λ ̸= 0 的结果合并起来，统一写成

Φm(ϕ) = eimϕ m ∈ Z

3. 求特解并叠加出一般解
r

d
dr

(
r

dR
dr

)
− λR = 0

这个径向方程被称为 Euler 方程，是一个变系数的方程。做自变量的变换
d
dt = r

d
dr 即 t = ln r ⇒ d2R

dt2 − λR = 0

• 当 λ0 = 0 时，通解为

R0(r) = C0 +D0 ln r

• 当 λm = m2,m ̸= 0 时，通解为

Rm(r) = Cme
mt +Dme

−mt = Cmr
m +Dmr

−m

现在已求得满足齐次方程和齐次周期性边界条件的全部特解

u0(r, ϕ) = C0 +D0 ln r

um1(r, ϕ) = (Cm1r
m +Dm1r

−m) sinmϕ

um2(r, ϕ) = (Cm2r
m +Dm2r

−m) cosmϕ

叠加得到一般解

u(r, ϕ) = C0 +D0 ln r +
∞∑

m=1

(Cm1r
m +Dm1r

−m) sinmϕ+

∞∑
m=1

(Cm2r
m +Dm2r

−m) cosmϕ

4. 根据边界条件定叠加系数

• 考虑在 r = 0 点的有界条件

D0 = 0 Dm1 = 0 Dm2 = 0

• 考虑边界条件 u|r=a = f(ϕ)

u(a, ϕ) = C0 +

∞∑
m=1

am(Cm1 sinmϕ+ Cm2 cosmϕ) = f(ϕ)

• 根据本征函数的正交归一性，得到叠加系数

C0 =
1

2π

∫ 2π

0

f(ϕ)dϕ

Cm1 =
1

amπ

∫ 2π

0

f(ϕ) sinmϕdϕ

Cm2 =
1

amπ

∫ 2π

0

f(ϕ) cosmϕdϕ



4 正交曲面坐标系 17

4.3 正交曲面坐标系下的 Helmholtz 方程

4.3.1 Helmholtz 方程在柱坐标系下的分离变量：u = u(r, θ, z)

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂z2
+ k2u = 0

令 u(r, θ, z) = v(r, θ)Z(z)，可得

Z

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
+

1

r2
∂2v

∂θ2
+ k2v

]
+ v

∂2Z

∂z2
= 0

1

v

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
+

1

r2
∂2v

∂θ2
+ k2v

]
= − 1

Z

∂2Z

∂z2
= λ

等式的左端是 r 和 θ 的函数，与 z 无关; 右端是 z 的函数，与 r 及 θ 均无关. 所以它们必须等于常数。把这个常
数记为 λ。

1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
+

1

r2
∂2v

∂θ2
+
(
k2 − λ

)
v = 0,

d2Z

dz2 + λZ = 0

第一个方程事实上是一个二维形式的 Helmholtz 方程，再令 v(r, θ) = R(r)Θ(θ)，继续分离变量

Θ(θ)

[
1

r

d
dr

(
r

dR
dr

)
+
(
k2 − λ

)
R

]
+
R(r)

r2
d2Θ

dθ2 = 0

r2

R(r)

[
1

r

d
dr

(
r

dR
dr

)
+
(
k2 − λ

)
R

]
= − 1

Θ(θ)

d2Θ

dθ2 = µ

最终得到三个常微分方程：

• Bessel 方程
1

r

d
dr

(
r

dR
dr

)
+
(
k2 − λ− µ

r2

)
R = 0

•
d2Θ

dθ2 + µΘ = 0

•
d2Z

dz2 + λZ = 0

4.3.2 Helmholtz 方程在球坐标系下的分离变量：u = u(r, θ, ϕ)

(
∇2 + k2

)
u =

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
+ k2u = 0

令 u(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ)

Y (θ, ϕ)

[
1

r2
d
dr

(
r2

dR(r)
dr

)
+ k2R(r)

]
+
R(r)

r2

[
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y (θ, ϕ)

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y (θ, ϕ)

∂ϕ2

]
= 0

− 1

Y (θ, ϕ)

[
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y (θ, ϕ)

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y (θ, ϕ)

∂ϕ2

]
=

r2

R(r)

[
1

r2
d
dr

(
r2

dR(r)
dr

)
+ k2R(r)

]
= λ

这样我们就将球面方向和径向方向分离变量，得到了两个方程

• 球 Bessel 方程
1

r2
d
dr

(
r2

dR(r)
dr

)
+

(
k2 − λ

r2

)
R(r) = 0
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• 球面调和方程，它就是算子 L2 的本征方程：

− 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y (θ, ϕ)

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2Y (θ, ϕ)

∂ϕ2
= λY (θ, ϕ)

令 Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ)：

Φ

[
1

sin θ
d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+ λΘ

]
+

Θ

sin2 θ

d2Φ

dϕ2
= 0

sin2 θ

Θ

[
1

sin θ
d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+ λΘ

]
= − 1

Φ

d2Φ

dϕ2
= µ

这样就将经度方向和纬度方向分离变量，得到两个方程

1

sin θ
d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+
(
λ− µ

sin2 θ

)
Θ = 0,

d2Φ

dϕ2
+ µΦ = 0

小结：分离变量，得到三个常微分方程

• 球 Bessel 方程
1

r2
d
dr

(
r2

dR
dr

)
+

(
k2 − λ

r2

)
R(r) = 0

• 连带 Legendre 方程
1

sin θ
d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+
(
λ− µ

sin2 θ

)
Θ = 0

•
d2Φ

dϕ2
+ µΦ = 0

对于连带 Legendre 方程，一种常见特殊情形是 u = u(r, θ) ，而与 ϕ 无关，即整个定解问题在绕 z 轴转动任意角时

不变，此时 Helmholtz方程中对方位角 ϕ的微分就可以被省略，或者说，令 µ = 0。令 u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，可得关

于 R(r)的径向方程完全不变，而与极角 θ 有关的常微分方程，即连带 Legendre方程的特殊形式，称为 Legendre
方程：

1

sin θ
d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+ λΘ = 0
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5 二阶线性常微分方程的幂级数解法

二阶线性齐次常微分方程的标准形式

d2w

dz2 + p(z)
dw
dz + q(z)w = 0

其中，约定称 p(z) 和 q(z) 为方程的系数。

• 方程乃至方程的解是完全由方程的系数决定的。特别的，方程解的解析性是完全由方程系数的解析性决定的。

• 用级数解法解常微分方程时，得到的解的形式总是某一点 z0 的邻域内的收敛无穷级数。

• p(z) 和 q(z) 在 z0 的解析性就决定了级数解 w(z) 在 z0 的解析性，亦即级数解的形式，例如，是 Taylor 级
数还是 Laurent 级数。

5.1 二阶线性常微分方程的常点和奇点

• 如果 p(z) 和 q(z) 都在 z0 解析，则 z0 是方程的常点。

• 如果 p(z) 和 q(z) 至少有一个在 z0 不解析，则 z0 是方程的奇点。

Legendre 方程： (
1− z2

) d2y
dz2

− 2z
dy

dz
+ l(l + 1)y = 0

Legendre 方程的系数是
p(z) = − 2z

1− z2
q(z) =

l(l + 1)

1− z2

Legendre 方程在全平面有三个奇点：z = ±1,∞（判断无穷远点 z = ∞ 是不是方程的奇点，必须做自变量变换

z = 1
t
）。

超几何方程：

z(1− z)
d2w

dz2 + [γ − (1 + α+ β)z]
dw
dz − αβw = 0

超几何方程的系数是

p(z) =
γ − (1 + α+ β)z

z(1− z)
q(z) = − αβ

z(1− z)

超几何方程在全平面有三个奇点：z = 0, 1,∞（判断无穷远点 z = ∞是不是方程的奇点，必须做自变量变换 z = 1
t
）。

5.2 二阶线性常微分方程常点邻域内的解

二阶线性常微分方程常点邻域内解的存在性定理：如果 p(z) 和 q(z) 在圆 |z−z0| < R 内单值解析，则在此圆

内下列常微分方程初值问题有唯一的解 w(z)，并且此解在圆内单值解析。

d2w

dz2 + p(z)
dw
dz + q(z)w = 0

w (z0) = c0, w′ (z0) = c1

因此，w(z) 在 |z−z0| < R 内可以被展开为 Taylor 级数

w(z) =

∞∑
k=0

ck (z − z0)
k

其中 c0 和 c1 与初值条件一致，再用待定系数法求解。
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5.2.1 Legendre 方程在常点邻域内的解

1. 定解问题 
1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+ 1

r2 sin θ
∂
∂θ

(
sin θ ∂u

∂θ

)
= 0

u|θ=0有界 u|θ=π有界

u|r=0有界 u|r=a有界

令 u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，将方程和边界条件分离变量：

1

sin θ
d
dθ

(
sin θdΘ(θ)

dθ

)
+ λΘ(θ) = 0

d
dr

(
r2

dR(r)
dr

)
− λR(r) = 0

Θ(0)有界, Θ(π)有界, R(0)有界, R(a)有界

以下我们先关心极角部分的求解。

2. 本征值问题 
1

sin θ
d

dθ

[
sin θ dΘ(θ)

dθ

]
+ λΘ(θ) = 0

Θ(0)有界, Θ(π)有界

通常作变换 z = cos θ, w(z) = Θ(θ)，并且把待定参数 λ 写成 l(l + 1)，相应的本征值问题就变为

d
dz

[(
1− z2

) dw
dz

]
+ l(l + 1)w = 0, w(z = ±1)有界

3. Legendre 方程在 z = 0 附近：Taylor 级数解

z = 0 是方程的常点，因此可令 w =
∑∞

k=0 ckz
k，代入方程，就有：

(
1− z2

) ∞∑
k=2

ckk(k − 1)zk−2 − 2z

∞∑
k=1

ckkz
k−1 + l(l + 1)

∞∑
k=0

ckz
k = 0

整理合并，得
∞∑
k=0

{(k + 2)(k + 1)ck+2 − [k(k + 1)− l(l + 1)]ck} zk = 0

根据 Taylor 展开的唯一性，可得展开系数之间的关系为

(k + 2)(k + 1)ck+2 − [k(k + 1)− l(l + 1)]ck = 0

即给出了诸系数之间的递推关系

ck+2 =
k(k + 1)− l(l + 1)

(k + 2)(k + 1)
ck =

(k − l)(k + l + 1)

(k + 2)(k + 1)
ck

反复利用这一递推关系，有

c2n =
c0

(2n)!
(2n− l − 2)(2n− l − 4) · · · (−l)× (2n+ l − 1)(2n+ l − 3) · · · (l + 1)

利用 Γ 函数的性质（此处要特别小心！）

Γ(z + 1) = zΓ(z)

Γ(z + n+ 1) = (z + n)(z + n− 1) · · · (z + 1)zΓ(z)
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因此有

c2n =
22n

(2n)!

Γ
(
n− l

2

)
Γ
(
− l

2

) Γ
(
n+ l+1

2

)
Γ
(
l+1
2

) c0

c2n+1 =
22n

(2n+ 1)!

Γ
(
n− l−1

2

)
Γ
(
− l−1

2

) Γ
(
n+ 1 + l

2

)
Γ
(
1 + l

2

) c1

Legendre 方程的通解具有形式 w(z) = c0w1(z) + c1w2(z)，其中

w1(z) =

∞∑
n=0

22n

(2n)!

Γ
(
n− l

2

)
Γ
(
n+ l+1

2

)
Γ
(
− l

2

) Γ
(
n+ l+1

2

)
Γ
(
l+1
2

) z2n

w2(z) =

∞∑
n=0

22n

(2n+ 1)!

Γ
(
n− l−1

2

)
Γ
(
− l−1

2

) Γ
(
n+ 1 + l

2

)
Γ
(
1 + l

2

) z2n+1

• Legendre 方程的两个线性无关的解在 z = ±1 处都是对数发散的，这与我们所处理的定解问题中要求

Legendre 方程的解在 θ = 0(z = 1) 和 θ = π(z = −1) 处有界是矛盾的。

• 通过某种 w1(z) 和 w2(z) 的线性组合，使得所得到的解在 z = ±1 同时有界，换而言之，使得无穷大的

发散性质相互抵消。

• 而只要 w1(z) 和 w2(z) 具有无穷级数的性质，它们的发散行为就不可能同时在 z = ±1 抵消。

• 因此，要想求得有物理意义的收敛级数解，Legendre 方程的解必须退化为多项式。这就对参数 l 的取值

提出了要求：l 为非负整数时，方程有且只有一个线性无关的特解，它是 w1 或 w2 中的一个，它被称为

l 阶 Legendre 多项式。

4. 总结：常点邻域内求级数解的一般步骤

(a) 将方程在常点邻域内的解展开为 Taylor 级数，代入微分方程；

(b) 比较系数，得到系数之间的递推关系；

(c) 反复利用递推关系，求出系数 ck 的普遍表达式（用 c0 和 c1 表示），从而最后得出级数解；

(d) 递推关系一定是线性的，因为方程是线性的，所以最后的级数解一定可以写成 w(z) = c0w1(z) + c1w2(z)

的形式。
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5.3 方程在正则奇点邻域内的解

5.3.1 方程在正则奇点邻域内的解

若 z0 是方程的奇点，并且方程系数满足

• p(z) 是不超过一阶的极点, 即 (z − z0)p(z) 在 z0 解析；

• q(z) 是不超过二阶的极点, 即 (z − z0)
2q(z) 在 z0 解析。

则 z0 是方程的正则奇点。

w1(z) = (z − z0)
ρ1

∞∑
k=0

ck (z − z0)
k

w2(z) = gw1(z) ln (z − z0) + (z − z0)
ρ2

∞∑
k=0

dk (z − z0)
k

这种形式的解被称为正则解，我们以下将重点分析这种形式解。正则解的特点在于它是截断的，反复利用递推关

系，就可以求得解中系数的普遍表达式 (当然，还必须要定出 ρ 的取值)。

• 当 g ̸= 0 时，w2(z) 的形式和 w1(z) 不同 (含有对数项)，因而需分别求解。

• 当 g = 0 时，w2(z) 的表达式中不含对数项，两个解的形式相同。

二阶线性常微分方程
d2w

dz2 + p(z)
dw
dz + q(z)w = 0

在奇点 z0 的邻域 0 < |z−z0| < R 有两个正则解的充分必要条件是 z0 为方程的正则奇点。ρ1 和 ρ2 被称为正则解

的指标，且 Re (ρ1) ≥ Re (ρ2)。

5.3.2 正则解的指标方程

取

w(z) = (z − z0)
ρ

∞∑
k=0

ck (z − z0)
k
, c0 ̸= 0

同时把 p(z) 和 q(z) 也在 0 < |z−z0| < R 内作 Laurent 展开

p(z) = (z − z0)
−m

∞∑
k=0

ak (z − z0)
k
, q(z) = (z − z0)

−n
∞∑
k=0

bk (z − z0)
k

由于 z = z0 是方程的极点，故 m,n 为整数且至少有一个为正。

为了简单起见，不妨先设 z = 0 点是方程的正则奇点，在 z = 0 点的邻域内，可将方程的系数做 Laurent 展开

p(z) =

∞∑
l=0

alz
l−1 q(z) =

∞∑
l=0

blz
l−2

设方程的正则解为

w(z) = zρ
∞∑
k=0

ckz
k

代入原方程，有

∞∑
k=0

ck(k + ρ)(k + ρ− 1)zk+ρ−2 +

∞∑
l=0

alz
l−1

∞∑
k=0

ck(k + ρ)zk+ρ−1 +

∞∑
l=0

blz
l−2

∞∑
k=0

ckz
k+ρ = 0
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并重新取定求和的赝指标：

∞∑
k=0

[
ck(k + ρ)(k + ρ− 1) +

k∑
l=0

[al(k + ρ− l) + bl] ck−l

]
zk+ρ−2 = 0

比较等式两端最低次幂，同时注意 c0 ̸= 0，就可得到指标方程

ρ(ρ−1) + a0ρ+ b0 = 0

其中

a0 = lim
z→0

zp(z), b0 = lim
z→0

z2q(z)

根据指标方程可以求出两个指标 ρ1 和 ρ2。

再比较更高阶的 zn+ρ−2, n > 0 的系数，得

(n+ ρ)(n+ ρ− 1)cn +

n∑
l=0

[al(n+ ρ− l) + bl] cn−l = 0

这样便得出了系数之间的递推关系。反复利用递推关系，就可以得到系数 cn 的普遍表达式。用 ρ = ρ1 代入，即可

得到解 w1(z)，再用 ρ = ρ2 代入，又可得到解 w2(z)。

• 当 ρ1−ρ2 ̸=整数 时，就求得了方程的两个线性无关的特解。

• 当 ρ1 = ρ2 时，显然这样只能得到同一个解。所以，这时第二解一定含对数项。

• 当 ρ1−ρ2 =正整数m 时，对于第二解的系数，有
m∑
l=1

[al (ρ1 − l) + bl] c
(2)
m−l = 0

5.3.3 正则解的指标方程：以 Legendre 方程为例

Legendre 方程
d
dz

[(
1− z2

) dw
dz

]
+ l(l + 1)w = 0

• 在 z = ±1 的邻域内求解 Legendre 方程。z = ±1 是方程的正则奇点，方程在环域 0 < |z−1| < 2 内有两个正

则解。

• 计算可得 a0 = 1, b0 = 0，所以在 z = 1 的指标方程为

ρ(ρ−1) + ρ = 0 ⇒ ρ1 = ρ2 = 0

• Legendre 方程在 z = 1 点邻域内的第一解在圆域 |z—1| < 2 内解析，而第二解则一定含有对数项，以 z = 1

为枝点。

5.3.4 总结：正则奇点邻域内求解的一般步骤

1. 通过指标方程 ρ(ρ − 1) + a0ρ + b0 = 0 的解 ρ1, ρ2 判断方程的解的形式，例如解的解析性，第二解是否有对

数项，等等。

2. 将正则解 w1(z) 或 w2(z) 代入方程。
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3. 通过比较系数，求出指标和递推关系，进而求出系数的普遍表达式。

4. 实际的求解过程，总是先将 w1(z) 形式的解代入方程，如果能够同时求得两个线性无关解，当然任务便告完

成，没有必要再将 w2(z) 形式的解代入方程。

5. 如果这时只能求得一个解 (例如 ρ1 = ρ2 时)，那么，就还必须再将 w2(z) 形式的解 (这时的 g—定不为 0) 代
入方程求解。

5.4 Hermite 算子与 Sturm-Liouville 理论

5.4.1 Hermite 算子及其本征值

若算符 L 的伴算子就是它自身，即对于该函数空间内的任意两个函数 u 和 v 恒有 ⟨v|Lu⟩ = ⟨Lv|u⟩ 成立，则
L 是自伴算子或厄米算子，即 L = L†。

设 L 为自伴算符，则含参量 λ 的方程 L |y⟩ = λ |y⟩ 被称为自伴算符的本征值问题。

5.4.2 Sturm-Liouville 型方程的本征值问题

Sturm-Liouville 型方程的一般形式

d
dx

[
p(x)

dy
dx

]
+ [λρ(x)− q(x)]y = 0

这里 p(x)、q(x) 和 ρ(x) 都是满足必要的连续性要求的实函数。ρ(x) 被称为权函数。不恒为常数的权重函数来源于

所涉问题的各种不均匀性。就我们所关心的物理问题而言，我们设 ρ(x) ≥ 0 且最多只在边界上为 0。
引入算符记号来改写 S-L 型方程：

L ≡ − d
dx

[
p(x)

d
dx

]
+ q(x) ⇒ Ly(x) = λρ(x)y(x)

S-L 型方程附加上适当的边界条件，就构成 S-L 型方程的本征值问题，λ 为本征值。对于某一个本征值 λ，满足

S-L 方程及相应的边界条件的非零解就是本征函数。
令 u(x) =

√
ρ(x)y(x)，得到 u(x) 满足权函数为 1 的 S-L 方程：

L′u(x) = λu(x)

则有

L′ = − d
dx

[
ϕ(x)

d
dx

]
+ ψ(x), ϕ(x) =

p(x)

ρ(x)

ψ(x) = − 1√
ρ(x)

d
dx

[
p(x)

d
dx

1√
ρ(x)

]
+
q(x)

ρ(x)

在下列情况下，算符 L′ 是自伴的。

1. y1 和 y2 在两端点均满足第三类边界条件。

2. p(a) = 0，这时 x = a 点是方程的奇点。

3. 周期性边界条件。

5.4.3 Sturm-Liouville 型方程本征值问题的简并现象

简并是指对应一个本征值有不只一个线性无关的本征函数的现象。

就本课程所讨论的几种类型的边界条件而言，只有在周期性边界条件下才可能发生简并现象。
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6 球函数

6.1 球函数的概念

Helmholtz 方程
∇2u+ k2u = 0 (1)

氢原子的 Schrödinger 方程

EΨ =

(
− h̄2

2m
∇2 − e2

4πε0r

)
Ψ ⇒ ∇2Ψ+ k2(r)Ψ = 0 (2)

在这些物理问题中，都有 k2 = k2(r)，即旋转对称性。分离变量下，有：u = R(r)Y (θ, ϕ)

• 径向
1

r2
d
dr

(
r2

d
drR

)
+

[
k2(r)− λ

r2

]
R(r) = 0 (3)

• 角向
− 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
Y = λY = L2Y (4)

不论径向的 k2(r) 具有何种形式，角方向的 Y (θ, ϕ) 遵循的都是相同方程 (这就是我们研究球函数的原因)，这个方
程是 L2 的本征方程。

L2 = − 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(5)

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(6)

即 L2 是 r = 1 的单位球面上的 Laplace 算子的角向部分 ×(−1)。从物理上看，这是容易理解的——已知 p⃗ = −i∇
是动量算子，那么 ∇2 = −p⃗2 = −2m ×动能，它的角向部分就是 −2m × (转动动能)。当 r = 1 时，转动惯量

M = mr2 = m，就有 ∇2的角向部分 = −L2。

以下我们要讨论的问题是：

1. L2 的本征值和本征函数是什么，具有何种性质？

2. L2 = L2
x + L2

y + L2
z 可被视为一个定义在单位球面这一流形上的自伴算子。依照自伴算子的本征函数的正交

性和完备性，我们如何实现任一定义在单位球面上的函数 f(θ, ϕ) 的分解？

3. 相应的结果在电动力学静电场问题和量子力学有心势问题中的广泛应用。

6.2 角动量和旋转的关系

6.2.1 角动量算子

我们已经知道，在函数空间中，角动量算子是无穷小旋转操作的生成元，即

Rn(θ) = exp
(
−iL⃗ · n⃗θ

)
≈ 1− iL⃗ · n⃗θ (θ ≪ 1)

此处 L⃗ = R⃗× p⃗，|n⃗| = 1，n⃗ 表示转轴指向，θ 是转角。由此，我们可以求出 Lx，Ly，Lz 在球坐标下的表示

Lx = i

(
sinϕ ∂

∂θ
+ cosϕ cot θ ∂

∂ϕ

)
(7)
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Ly = i

(
− cosϕ ∂

∂θ
+ sinϕ cot θ ∂

∂ϕ

)
(8)

Lz = −i ∂
∂ϕ

(9)

由此可见，Lz = −i ∂
∂ϕ
是厄米的，因为它配以的是周期性边界条件

U |ϕ=0 = U |ϕ=2π
∂U

∂ϕ

∣∣
ϕ=0

=
∂U

∂ϕ

∣∣
ϕ=2π

(10)

由于 z 轴在空间中并不具备优越性，因此 Ly 和 Lz 也一定是厄米的，从而 L2 = L2
x + L2

y + L2
z 是正定厄米的。

当 θ ≪ 1 时，作 Taylor 展开，即有

R†
n(θ)Rn(θ) =

(
1 + iL⃗† · n⃗θ

)(
1− iL⃗ · n⃗θ

)
=1 + i

(
L⃗† · n⃗− L⃗ · n⃗

)
θ − θ2

(11)

L⃗† · n⃗ = L⃗ · n⃗ ⇒ L⃗† = L⃗ (12)

6.2.2 角动量算子的基本对易关系

[Li, Lj ] = iεijkLk (13)

6.3 角动量算子的谱

Lx = i

(
sinϕ ∂

∂θ
+ cosϕ cot θ ∂

∂ϕ

)
(14)

Ly = i

(
− cosϕ ∂

∂θ
+ sinϕ cot θ ∂

∂ϕ

)
(15)

Lz = −i ∂
∂ϕ

(16)

L2 = − 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(17)

球函数是 L2 和 Lz 的共同本征函数，即球函数是下列自伴算子本征值问题的解：

L2 |ψ⟩ = λ |ψ⟩ Lz |ψ⟩ = m |ψ⟩

从数学上讲，L2 |ψ⟩ = λ |ψ⟩ 是分离掉 r 后我们得到的本征方程，而 Lz |ψ⟩ = m |ψ⟩ 对应于

−i ∂
∂ϕ
ψ(r) = mψ(r)

这正对应于 L2 |ψ⟩ = λ |ψ⟩ 进一步分离变量得到的关于 ϕ 的方程

−d2Φ

dϕ2
= µΦ

使用 Lx 和 Ly 的线性组合

L+ ≡ Lx + iLy L− ≡ Lx − iLy

它们分别被称作角动量的升算子和降算子。
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以下的推导中，我们不再使用 Lx,Ly，而只运用 L2,Lz,L+,L−，为此，我们计算如下对易关系：

[Lz,L+] = [Lz,Lx + iLy] = iLy + Lx = L+

[Lz,L−] = [Lz,Lx − iLy] = iLy − Lx = −L−

[L+,L−] = [Lx + iLy,Lx − iLy] = 2Lz

设有 Lz 的一个本征函数 |ψ⟩
Lz |ψ⟩ = m |ψ⟩

Lz[L+ |ψ⟩]

Lemma 1: L2 和 Lz 的本征值的性质：设 l(l+1) 和 m 是 |k, l,m⟩ 对应于 L2 和 Lz 的本征值，则有 −l ≤ m ≤ l。

6.4 角动量算子的本征函数：球谐函数

[
∇2 + k2(r)

]
u = 0


1
r2

∂
∂r

(
r2 dR

dr

)
+
[
k2(r)− l(l+1)

r2

]
R = 0

L2Y m
l (θ, ϕ) = 0

|Cl| =
1

2ll!

√
(2l + 1)!

4π

要完全确定 Cl，我们按照惯例取相位

Cl =
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)!

4π

Y l
l (θ, ϕ) =

(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)!

4π
(sin θ)leilϕ

2l + 1 个球谐函数 Y m
l (θ, ϕ)

Y m
l (θ, ϕ) =

(−1)l+m

2ll!

√
(2l + 1)

4π

(l −m)!

(l +m)!
eimϕ(sin θ)m dl+m

d(cos θ)l+m
(sin θ)2l

• l = 1 Lx = Ly = Lz = 0 Y 0
0 =

√
1
4π

• l = 1
2

对应于电子自旋的 Pauli 矩阵。

• l = 1 dim = 2l + 1 = 3 Y 0
1 =

√
3
4π

cos θ Y ±1
1 (θ, ϕ) = ∓

√
3
8π

sin θe±iϕ

6.5 球函数的一般表达式

球函数 Y m
l (θ, ϕ) 是自伴算子本征值问题L2 |l,m⟩ = l(l + 1) |l,m⟩

Lz |l,m⟩ = m |l,m⟩

的对应于本征值数组 (l,m) 的无简并的本征函数。
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6.5.1 用 L 作用于 Y l
l (θ, ϕ) 得到 Y m

l (θ, ϕ)

算子 (L±)
p 对形如 F (θ)einϕ 的函数的作用

(L±)
p [
einϕF (θ)

]
= (∓1)pei(n±p)ϕ (sin θ)p±n dp

d(cos θ)p
[
(sin θ)∓nF (θ)

]
由

L±Y
m
l (θ, ϕ) =

√
l(l + 1)−m(m± 1)Y m±1

l (θ, ϕ) =
√

(l ±m+ 1)(l ∓m)Y m±1
l (θ, ϕ)

有

(L−)
l−m

Y l
l (θ, ϕ) =

√
(2l)!(l −m)!

(l +m)!
Y m
l (θ, ϕ)

即

Y m
l (θ, ϕ) =

√
(l +m)!

(2l)!(l −m)!
(L−)

l−m
Y l
l (θ, ϕ)

=
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)

4π

(l +m)!

(l −m)!
eimϕ(sin θ)−m dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

=
(−1)l+m

2ll!

√
(2l + 1)

4π

(l −m)!

(l +m)!
eimϕ(sin θ)m dl+m

d(cos θ)l+m
(sin θ)2l

6.5.2 Y m
l (θ, ϕ) 的本质是多项式函数

在球坐标下，我们对 Laplace 方程分离变量得到三个常微分方程：

• 方位角
− ∂2

∂ϕ2
Y m
l (θ, ϕ) = m2Y m

l (θ, ϕ) 即 LzY
m
l (θ, ϕ) = mY m

l (θ, ϕ)

• 方位角 + 极角

− 1

sin θ
∂

∂θ

[
sin θ ∂

∂θ
Y m
l (θ, ϕ)

]
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
Y m
l (θ, ϕ) = l(l + 1)Y m

l (θ, ϕ)

即

L2Y m
l (θ, ϕ) = l(l + 1)Y m

l (θ, ϕ)

• 径向
1

r2
d
dr

(
r2

dR
dr

)
− 1

r2
l(l + 1)R = 0

方位角和极角所对应的方程给出自伴算子的本征值，特征函数就是球谐函数 Y m
l (θ, ϕ)，而径向方程的解法是：这一

方程是一个 Euler 型方程
r2R′′ + 2rR′ − l(l + 1)R = 0

令 R = rv，有

v(v − 1) + 2v = l(l + 1)

v1 = l v2 = −l − 1

由于 l ≥ 0 为整数，如此我们即对任一确定的 l，求出了径向方程的两个通解：rl 和 r−(l+1)。

如此就有 Laplace 方程通解的一般形式：
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u =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y m
l (θ, ϕ)

[
al,mr

l + bl,mr
−(l+1)

]
例：半径为 r0 的球形区域内部无电荷，球面上的电势是 U0 sin2 θ cosϕ sinϕ = 1

2
U0 sin2 θ sin 2ϕ，求内部的电

势分布。

解:
UΣ =

∑
l,m

al,mr
l
0Y

m
l (θ, ϕ) =

1

4i
U0 sin2 θ

(
ei2ϕ − e−i2ϕ

)
而

Y ±2
2 (θ, ϕ) =

√
15

32π
sin2 θe±2iϕ

则

UΣ =
1

4i
U0

√
32π

15

[
Y 2
2 (θ, ϕ)− Y −2

2 (θ, ϕ)
]

a2,2 =
1

4ir20
U0

√
32π

15
a2,−2 =

−1

4ir20
U0

√
32π

15

故

U =
r2

4ir20
U0 sin2 θ

(
ei2ϕ − e−i2ϕ

)
分解要点：

1. 先看 f(θ, ϕ) 对 ϕ 的依赖，即先做

f(θ, ϕ) =
∑
m

fm(θ)eimϕ

的分解，对应于例子就是

sin 2ϕ =
1

2i

(
ei2ϕ − e−i2ϕ

)
2. 再看 fm(θ)：这是一个关于 θ 的函数。此时，我们就只要考虑 Y m

l (θ, ϕ) (l ≥ |m|)。此时我们定义 m 阶 l 次

连带 Legendre 函数 Pm
l (cos θ) 为

Pm
l (cos θ) = (−1)l

2ll!
(sin θ)m dl+m

d(cos θ)l+m
(sin θ)2l

例：半径为 r0 的球形区域外部无电荷，球面上的电势 f(θ, ϕ) 已知，求外部的电势分布。

解：通解

U =
∑
l,m

Y m
l (θ, ϕ)

[
al,mr

l + bl,mr
−(l+1)

]
此时电荷分布聚集在有限区域，它们在无穷远处产生的电势一定是零，此时我们取无穷远为电势零点，利用 U∞ 有

界为 0，可以去除 U 中所有的 rl (l ≥ 0) 项，从而有

U =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y m
l (θ, ϕ)

[
bl,mr

−(l+1)
]

边界条件给出

f(θ, ϕ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y m
l (θ, ϕ)

[
bl,mr

−(l+1)
0

]
分解 f(θ, ϕ)，逐项比对系数，即可得到 bl,m
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例：内、外径为 r1, r2 的球壳区域内部无电荷，球壳上的电势为 Ur1 = f(θ, ϕ), Ur2 = g(θ, ϕ)，求球壳间的电势

分布。

解：此时正幂和负幂都不能舍去，而应从

f(θ, ϕ) =
∑
l,m

Y m
l (θ, ϕ)

[
al,mr

l
1 + bl,mr

−(l+1)
1

]
g(θ, ϕ) =

∑
l,m

Y m
l (θ, ϕ)

[
al,mr

l
2 + bl,mr

−(l+1)
2

]
联立解出 al,m 和 bl,m。

6.6 球函数与 Legendre 多项式

6.6.1 Legendre 多项式的定义

连带 Legendre 方程在 m = 0 时，即绕 z 轴旋转不变时，即为 Legendre 方程，它的解是 Legendre 多项式。
m = 0 时

Y 0
l (θ, ϕ) = Y 0

l (θ) =
(−1)l

2ll!

√
2l + 1

4π

dl

d(cos θ)l
(
1− cos2 θ

)l
=

√
2l + 1

4π
Pl(cos θ)

其中

Pl(u) =
(−1)l

2ll!

dl

dul (1− u2)l

这是 Legendre 多项式的 Rodrigues 公式定义。

• P0(x) = 1

• P1(x) = x

• P2(x) =
1
2
(−1 + 3x2)

6.6.2 Legendre 多项式的应用：具有轴对称特性的 Laplace 方程的求解问题

当绕 z 轴旋转不变时，m = 0，即通解

u =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y m
l (θ, ϕ)

[
al,mr

l + bl,mr
−(l+1)

]
化为

u =

∞∑
l=0

Pl(cos θ)
[
clr

l + dlr
−(l+1)

]
例：均匀电场中的导体球：设在电场强度 E0 的均匀电场中放入一个接地导体球，球的半径为 a，求球外任何

一点的电势。

Solution :

U内 = 0

U外 =
∑∞

l=0 Pl(cos θ)
[
clr

l + dlr
−(l+1)

]
电势

U = U1 + U2
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U1 = −E0r cos θ + U0

其中 U1 是未放导体球时的电势，U2 是感应电荷贡献的电势，U0 是放球前原点的电势

• 在球面上

U = 0 = U1 + U2 ⇒ U2 = −U0 + E0a cos θ (18)

• 在无穷远处 U2 = 0，故

U2 =

∞∑
l=0

Pl(cos θ)
[
clr

l + dlr
−(l+1)

]
(19)

通解中的 rl 项要被丢掉

U2 =

∞∑
l=0

Pl(cos θ)dlr−(l+1) (20)

θ
a

因此在 r = a 处，有

U2(r = a) =

∞∑
l=0

Pl(cos θ)dla−(l+1) = −U0 + E0a cos θ (21)

逐项比对系数，有

d0 · 1 ·
1

a
= −U0 ⇒ d0 = −aU0

d1 · cos θ · 1

a2
= E0a cos θ ⇒ d1 = E0a

3

(22)

则

U2 = E0
a3

r2
cos θ − U0

a

r
(23)

由此可得

U = −E0r cos θ + E0
a3

r2
cos θ + U0 − U0

a

r
(24)

球面上的净余电荷是多少？为此我们来看 U2 = −U0
a
r
+ E0

a3

r2
cos θ 的物理含义

1. 第一项 −U0
a
r

表示一个点电荷在球外的电势贡献，它的出现来自于原来的电场中 r = 0 处不是电势零点，但加入了导体球

后，导体球面的感应电荷就讲 r = 0 变成了电势零点，即
Q

4πε0a
= −U0 ⇒ Q = −U0 · 4πε0a ⇒ Uind = −U0

a

r
(25)

2. 第二项 E0
a3

r2
cos θ

原点处一个电偶极子 P⃗ 产生的电势正是

U =
1

4πε0

p⃗ · r⃗
r3

=
1

4πε0

p cos θ
r2

这表明了球面上的感应电荷的分布是不均匀的，在去掉了净余总电荷 −U0 · 4πε0a 时，球就是宏观电中性的，
相应的正负电荷分布就好像产生了一个 4πε0E0a

3 大小的电偶极矩一般。

3. 球面梯度公式
∇U =

∂U

∂r
êr +

1

r

∂U

∂θ
êθ +

1

r sin θ
∂U

∂ϕ
r̂ϕ

可见第二项求取 E = −∇U，就有 Er ∼ 1
r3
。再运用 Gauss 定理，取 Gauss 球的半径为无穷大，可知电通量

的计算中，eθ 和 eϕ 是无贡献的，而 er 的贡献必为 0。因此，球面上净余电荷的贡献一定是由第一项 −U0
a
r

给出的，E = −∇U ∼ 1
r2
，运用 Gauss 定理即得到有限的净余电荷。
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6.6.3 Legendre 多项式的生成函数

Legendre 多项式的引入是在电势论的研究中引入的。
在单位球的北极处放置一个大小为 4πε0 的正电荷，那么，在球内，电

场即具有绕 z 轴的旋转对称性。在球内 (r, θ, φ) 点，电势为

U(r, θ, φ) =
Q

4πε0d
=

1

d
=

1√
1− 2r cos θ + r2

(26)

但是，依照 Laplace 方程在轴对称问题中的求解

θ
r

d

1

U =

∞∑
l=0

Pl(cos θ)
[
Alr

l +Blr
−(l+1)

]
(27)

在球内电势有限，即有

U =

∞∑
l=0

Pl(cos θ)Alr
l (28)

在北极轴上 cos θ = 1，即有

6.6.4 Legendre 多项式的递推关系

6.6.5 球函数的加法定理和电场的多极矩展开

Theorem: 考虑空间中的任意两个方向角 (θ′, φ′) 和 (θ′′, φ′′)，而 α 表示这两个方向的夹角，则有

2l + 1

4π
Pl(cosα) =

l∑
m=−l

(−1)mY m
l (θ′, φ′)Y −m

l (θ′′, φ′′) (29)

Proof: 视 α = α(θ′, θ′′, φ′, φ′′) 为 (θ′, φ′), (θ′′, φ′′) 的四元函数，于是，按照球函数的完备性，即有

2l + 1

4π
Pl(cosα) =

∑
l′,m′

∑
l′′,m′′

cl′m′cl′′m′′Y m′

l′ (θ′, φ′)Y m′′

l′′ (θ′′, φ′′) (30)

问题就在于如何计算系数 cl′m′ , cl′′m′′。首先证明 l′ = l′′ = l

加法定理的一个应用是静电场的多极矩展开：在有限区域中存在电荷，其在远处的电场可以用电多极子来展

开：

U(r, θ, φ) =
1

4πε0

∫
d3r⃗0

ρ(r⃗0)

|r⃗ − r⃗0|
=

1

4πε0

∫
d3r⃗0

ρ(r⃗0)√
r2 + r20 − 2r0r cosα

=
1

4πε0r

∫
d3r⃗0

ρ(r⃗0)√
1 +

(
r0
r

)2 − 2 r0
r

cosα

=
1

4πε0r

∫
d3r⃗0ρ(r⃗0)

∞∑
l=0

(r0
r

)l

Pl(cosα)

=
1

4πε0r

∫
d3r⃗0ρ(r⃗0)

∞∑
l=0

(r0
r

)l
l∑

m=−l

4π

2l + 1
(−1)mY m

l (θ0, φ0)Y
−m
l (θ, φ)

=
1

4πε0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

∫
d3r⃗0ρ(r⃗0)r

l
0Y

m
l (θ0, φ0)

4π

2l + 1
(−1)mY −m

l (θ, φ)r−l+1

(31)
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